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ABSTRACT: In vielen Anwendurgsfdlen kann das Materialverhalten von Polymeren und
gummiartigen Werkstoffen als viskoelastisch charakterisiert werden. Typische Phénomene
viskoelastischer Werkstoffe sind das Auftreten von Kriedh- und Relaxationserscheinungen.
Bel dynamischer Beanspruchung wird ein Tell der Deformationsarbeit vom Werkstoff gespei-
chert, wahrend der Rest disgpiert wird; man spricht auch vonMaterialddmpfung. Die Damp-
fungseigenschaften einer Struktur konren global oder tber konstitutive Gleichungen model-
liert werden, wobei die Beschreibung der Stoffgesetze entweder Uber Diff erentialoperatoren
oder durch Gedadhtnisintegrale efolgen kann.

Rheologische Dampfungsmodelle, die aus Federn und Dampfern aufgebaut sind, fuhren auf
Stoff gesetze, die Differentialoperatoren enthalten. Von solchen Stoffgesetzen ist bekannt,
dass se das gemesene Materialverhalten unlefriedigend adaptieren, va wenn grofe Fre-
guenz- oder Zeitbereiche dgededkt werden sollen. Trotz Erhéhurg der Anzahl an Material pa-
rametern z.B. in Kelvin-Ketten oder parall elgeschalteten Maxwell-Elementen verhindert man
Oszill ationen beim curve-fitting nicht.

Durch de Definition eines verallgemeinerten rheologischen Elements konnen Stoff gesetze
hergeleitet werden, de fraktionale Zeitableitungen enthalten. Solche fraktionalen Stoff gesetze
fuhren bei wenig Materialparametern auf gute aurve-fitting Eigenschaften, beriicksichtigen
die Deformationsgeschichte, sind kausal undlassen sich physikalisch begriinden.

Im Folgenden wird das Stoff gesetz des verall gemeinerten rheologischen Elements hergel eitet
und de Eigenschaften fraktionaler Stoff gesetze werden diskutiert. Mit Hilfe von Ausschwing-
versuchen wird eine Parameteridentifikationen fur ein fraktionales 3-Parameter-Modell im
Frequenzbereich durchgefihrt und mit dem traditionellen 3-Parameter-Modell verglichen.
Abschlief3end wird das identifizierte fraktionale 3-Parameter-Modell herangezogen, un mit
Hilfe der FE-Methode e@ne dreidimensionale Analyse e@ner viskoelastischen Struktur vorzu-
nehmen undmit Messrgebnissen zu vergleichen.



1 Einleitung

Lineae Viskoelastizitdt kann algemein mit Hilfe des Gedadtnisintegrals (Boltzmannsches
Superpositions-Integral) dargestellt werden:

olt)= %J E (1)l -1)dr M

Dabei ist die Funktion E, (t) die sogenannte (Spannurgs-) Relaxationsfunktion, also die Ant-
wort des Werkstoffs auf einen Einheitsgrung der Dehnurg. Nad (1) ist die Antwort des Ma-
terials auf eine beli ebige zeitabhéngige Belastung £(t) durch de Relaxationsfunktion festge-
legt.

Zur Definition der Relaxationsfunktion werden traditionell abklingende Exporentiafunktio-
nen verwendet, die sich aber bekanntermal3en nur begrenzt an gemessenes Materialverhalten
anpassen lasen. Aus diesem Grund werden hdufig Reihen von Exponentialfunktionen, soge-
nannte Prony-Reihen, verwendet, wodurch eine bessere Adaptivitét Uber grofRere Frequenz-
oder Zeitbereiche areicht wird, sich zugleich aber die bendtigte Anzahl an Material parame-
tern stark erhoht. Zur phdnomenal ogischen Beschreibung des Materialverhatens mit wenigen
Parametern werden héufig andere Ansétze verwendet, wie z.B. Potenzgesetze, gestredkte Ex-
porentialfunktionen oder Debye-Relaxation.

Die Beschreibung von Viskoelastizitdt in kommerziellen FE-Programmen erfolgt zumeist
uber eine geschwindigkeitspropationale Dampfungsmatrix (z.B. Rayleigh-Dampfung) oder
mit Hilfe ener Prony-Reihe in der Gedadhtnisintegraldarstellung. Von der geschwindigkeits-
propationalen Dampfung ist ebenfall s bekannt, dass gemessenes Materialverhaten nu tber
einen kleinen Frequenz- oder Zeitbereich abgebil det werden kann (Bathe, 1990.

Durch de Einfuhrung von fraktionalen Ableitungen in den Stoffgesetzen konren dese
Nachtelle umgangen werden. Erstmals vorgeschlagen wurde die Verwendurg fraktionaler
Ableitungen zur Beschreilbung von \iskoelastischem Materialverhalten von Gemant (1936,
1938 und spéter von Scott-Blair und Caffyn (1949, die mit diesem Konzept gute Ergebnisse
erzielten. Einen ausfuhrlichen Zusammenhang zwischen fraktionalen Ableitungen und der
Theorie der lineaen Viskoelastizitat geben Caputo undMainardi (1971). Bisin de 80er Jahre
des letzten Jahrhunderts hinein musde dieses Konzept as eine Art curve-fitting-Methode be-
trachtet werden, bis Bagley und Torvik eine physikali sche Begriindurg fir das Auftreten frak-
tionaler Ableitungen in den Stoff gesetzen lieferten (Bagley & Torvik, 1983. Ausgehend von
molekulartheoretischen Betrachtungen von Rouse (1953, die spéter von Ferry, William und
Landel (1955 modifiziert wurden, leiteten sie @ne Ableitungsordnurg von 22 in den ent-
sprechenden Spannurgs-Dehnurgsbeziehungen ab. Ahnliche Betraditungen mit der Theorie
von Zimm (1956 fuhren auf eine Ableitungsordnurg der Grof3e 2/3.

Eines der in der Literatur am haufigsten gebrauchten fraktionalen Stoff gesetze ist das fraktio-
nale 3-Parameter-Modell, fir das Bagley und Torvik (1986 Restriktionen hergeleitet haben,
die sicherstellen, dassdas Modell keine negative Energiedisspation hervorruft.

Die Implementierung fraktionaler Stoff gesetze in de FEM wurde von Padovan (1987 umfas-
send dargestellt. Formulierungen der Randelementmethode (BEM) mit derartigen Stoff geset-
zen im Zeitbereich sowie im Frequenzbereich wurden vonGaul und Schanz (1999 bzw. Gaul
(2000 untersucht.



2 Definition fraktionaler Ableitungen

Ausgangspunkt ist die Definitionsgleichung ganzzahliger Ableitungen als Grenzwert des
Ruckwarts-Differenzenqudienten
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Eine Veral gemeinerung auf beli ebige ganzzahlige Ableitungsgrade n

¢ f( o E“% t—JAt (5)

kann mit Hilfe des Binomial koeffizienten

n! .
Bi fur 0<j<n
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108 "o fir 0<n<j

der fur ale naturlichen Zahlen n und j definiert ist, vorgenommen werden. Wenn wir nun
den Zeitschritt At durch den Quatienten

t
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ersetzen, lasg sich (5) zu

df)_ . e, Lt

T—LITO%NQ JZ)( 1 %Efg JN@ 8

umformen. Dabei erscheint die obere Grenze der Summe N —1 will kiirlich gewahlt zu sein,
da der Binomialkoeffizient fur j>n den Wert O liefert. TatsAdlich ergibt sich de obere

Grenze aus dem unteren Grenzwert des Integrals, wenn Gleichung (8) auch zur Beschreiburg
beliebiger Integrale ganzzahliger Ordnurg im Sinne eéner Riemann-Summe verwendet wird,
vergleiche Oldham und Spanier (1974 oder Podubry (1999.

Durch das Auftreten der Fakultét im Binomiakoeffizienten kann Gleichung (8) ausschliefdlich
auf ganzzahlige Ableitungen (oder Integrationsordnurgen) angewandt werden. Eine Erweite-
rung auf beli ebige Ableitungsordnurgen wird durch den Ubergang auf die Gammafunktion I
erreicht, die ene Veral gemeinerung der Fakultét auf redle Argumente darstellt. Mit Hilfe der
erweiterten Definition des Binomialkoeffizienten erhdlt man (siehe Schmidt, Oexl und Gaul
2000
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Interpretiert man n als beliebige redle Zahl v, erhdlt man de Grinwald-Definition (Grin-
wald, 186‘5 fraktionaler Ableitungen
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die sogenannten Grunwald-Koeffizienten sind. Die Grunwald-Definition fraktionaler Ablei-
tungen (10) ist fur beliebig redle Ableitungs- undIntegrationsordnurgen gultig, v ist aso im
Bereich von —co bis +oco definiert.

Aus dem Vergleich mit (2) bis (5) ergibt sich, dassbel ganzzahligen Ableitungen lediglich de
ersten v +1 Grunwald-Koeffizienten von Null verschieden sind. Bel alen anderen Ablei-
tungs- sowie den Integrationsordnurgen v <0 sind sdmtliche Grinwald-Koeffizienten un-
gleich Null. Daraus folgt, dassfraktionale Ableitungen undIintegrationen nicht-lokale Opera-
toren sind, mit Ausnahme der ganzzahligen Ableitungen. Durch de Summe in (10) werden
N Funktionswerte zur Berechnurg der fraktionalen Ableitung berlicksichtigt. Insbesondere
ergibt sich fur j=0 der erste Summand A f(t) und fir j=N-1 der letzte Summand

A, f%—NT_lE: A, f Q;—E Demnach wird das Intervall (0,t] in N gleich groRe Abschritte

unterteilt, an deren Grenzen die Funktionswerte ds Stitzstell en zur Berechnurg der fraktiona-
len Ableitung herangezogen werden. Die Grenzen der fraktionalen Ableitung nach (10), in der
Literatur auch ,terminals’ genannt, sindfolglich O undt.

Eine andere Definition fraktionaler Ableitungen ergibt sich aus der Veral gemeinerung der
Cauchyschen Formel fr wiederhadlte Integration

0= e 2

0

wobei (-n) die Integrationsordnurg ist. Fur fraktionale Ableitungen v ergibt sich daraus

d’ _ 1 dg v
o f(t)_r(l—v)a!(t )V f(r)dr (13

mit 0<v <1, die sogenannte Riemann-Liouvill e Definition fraktionaler Ableitungen. Man

kann zeigen, dassdie Definitionen (10) und (13) &quivaent sind, siehe z.B. Oldham und Spa-
nier (1974.

3 Eigenschaften fraktionaler Ableitungen

Fur die nachfolgenden Betrachtungen beschranken wir uns auf fraktionale Ableitungen, frak-
tionale Integrationsordnurgen soll en ausgeschlossen sein, es gilt also v > 0. Neben der Linea
ritét oder der bereits erwdhnten Nicht-Lokalitét sind im Zusammenhang mit der Materialbe-
schreibung insbesondere zwel weitere Eigenschaften vonBedeutung.



3.1 Nachlassendes Gedé&achtnis
Man kann zeigen, dass die durch den Betrag der Grinwald-Koeffizienten |Aj+1

Folge & j >v streng monaon falendist und cem Grenzwert O zustrebt (vergleiche Schmidt
und Gaul 2001). Da aer mit steigendem j die Griinwal d-K oeffizienten Funktionswerte wich-
ten, de welter in der Vergangenheit liegen, wird bei fraktionalen Ableitungen der Geschichts-
einfluss almahlich ausgeblendet. Diese Eigenschaft ist gleichbedeutend mit dem , nadlas-
senden Gedadhtnis* (fading memory).

gegebene

3.2 Fourier-Transformation
Wird de Fouriertransformierte @ner Funktion f(t) mit F(iw) undi als der imaginaren Einheit
bezeichnet, so gilt

950) 0 (w)F(w) (14)
dt

d" -\
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Fur die fraktionale Ableitung der Ordnurg v einer Funktion ergibt sich analog

S0 0 (o) Flw) 16
siehe Podlubny (1999.

3.3 Beispiel

Als Beispiel wird de ganzrationale Funktion f (t)=t° betrachtet, deren fraktionale Ableitun-
gen mit Hilfe von (13) berednet werden konren. Definiert man den Ableitungsoperator

dV
D' = 1
dt” ’ (17
erhalt man
DVt® = r) t3 : (18
r(4-v)

Der Exporent nimmt also mit der Ordnurg der fraktionalen Ableitung ab, wie man es auch
von ganzzahligen Ableitungen kennt. In Abbildung 1 sind de Funkiion f(t)=t* undihre
fraktionalen Ableitungen in Schritten von % Ableitungsordnurg bis zur 2. Abletung
D?f (t) = 6t dargestellt.

4 Fraktionale Stoffgesetze

Ubli cherweise bestehen rheologische Modell e der Viskoelastizitat aus Federn undDampfern.
Ausgehend von en Stoff gesetzen dieser Elemente
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Abbildung 1: fraktionale Ableitungen von f (t) =t°

dO
o=E¢ = Edt—os (19
fur die Feder mit E als der Federkonstanten bzw.

dl
o=n¢ = nﬁe (20)

des Dampfers mit n as der Viskositdt kann mit Hilfe der fraktionalen Ableitungen ein gene-
raisiertes, , fraktionales® Element (auch ,, spring-pat” genannt, s. Koeller, 1984

at”

definiert werden, wobei p ein Propationalitétsfaktor ist. Fir v =0 ergibt sich aus (21) das
Stoffgesetz der Feder (19) undfur v =1 das des Dampfers (20). Dieses neue Element besitzt
zwel Materialparameter v und p undwird Ui cherweise durch eine Raute gekennzeichnet.
Die Verbindurg zwischen desem neuen rheol ogischen Element und der phénomenol ogischen
Beschreiburng der Relaxation mit Hilfe von Potenzfunktionen

E (t)=al™ (22

kann mit Hilfe der Riemann-Liouvill e-Definition fraktionaler Ableitungen (13) verdeutlicht
werden. Aus (21) ergibt sich nadh Variablentausch

o=p—¢ (21

a(t):r(l—piv)%;[r‘”s(t—r)dr mit  0sv<l1 : (23)

Setzt man hingegen das Potenzgesetz (22) in das Gedachtnisintegral (1) ein, erhalt man

_ode e
o(t)—aa‘c[r glt-1)dr : (24)
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Abbildung 2: fraktionales 3-Parameter-Modell

Die Gleichungen (23) und (24) unterscheiden sich lediglich um einen korstanten Faktor von-
einander und hkeschreiben denselben funktionalen Zusammenhang zwischen Spannurg und
Dehnurg. Insofern kann de Relaxationsbeschreibung mit Potenzgesetzen auch as Modelli e-
rung von Viskoelastizitét mit einem fraktionalen Element undv =a interpretiert werden.
Komplexere Stoff gesetze zur Beschreibung von Viskoel astizitét erhdlt man, indem die Damp-
fer in bekannten rheologischen Modellen duch generdlisierte Elemente esetzt werden. Fir
das © modifizierte 3-Parameter-Modell erhdlt man dadurch das ,fraktionale 3-Parameter-
Modell“ (siehe Abhildung 2) mit dem Stoff gesetz

o+ta—0o=cCce+hb , 2
Y dt” (29
das die Abkirzungen
=P , b=—P=2 g c= Tt (26)
E1+E2 E1+E2 E1+E2

enthdlt. Eine Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall erfordert die Unterscheidung zwi-
schen den hydrostatischen (Index h) und den deviatorischen (Index d) Anteilen der Spannun-
gen undDehnurgen. Damit ergibt sich

6.+A3 6 -Gg 45 I ¢ und 27
h Ahdt"“ h h€h hd,[\,h h ( )
_de o oode

Oy +Ad dte Oy _Cdgd + Bd dt_vdgd ’ (28)

wobei & den Spannurgsvektor und & den Verzerrungsvektor darstellt. A, B und C sind
Tensoren, duch de das Materialverhalten beschrieben wird. Fir den isotropen Fall sindsiein
Schmidt und Gaul (2001 ndher beschrieben.

5 Eigenschaften des fraktionalen 3-Parameter-Modells

5.1 Zeitbereich

Wird ein rheologisches Modell, das aus Federn undDampfern aufgebaut ist, mit einem Span-
nungsgrung belastet, setzt sich de Dehnurgsantwort (das Kriechverhaten) aus einer oder
mehreren Exporentialfunktionen zusammen. Fur die Spannurgsrelaxation, also de Antwort
auf einen Dehnurgsgrung, gilt das Gleiche, sofern das Modell einen Dehnurgsrung tber-
haupt zulésd. Diese Eigenschaft hat ein dskretes Spektrum an Kriedhzeiten bzw. Relaxati-
onszeiten zur Folge, wobei das Relaxationspektrum H (r) tiber die Spannurgsrelaxation



normalisierte Spannungsrelaxation

dimensionslose Zeit

Abbildung 3: Spannurgsrelaxationin Abhangigkeit von v
Ef)=E, + IE H(r)e rdr 29
)T

definiert ist mit E_ =lim,__, E(t) als dem Gleichgewichtsmodu. Analog gt fiir das Retarda-
tionspektrum L(r) und de Kriechnachgiebigkeit J(t) von Festkérpern

I) =3, +]§% L(r) @—e‘% B (30)

wobei J, =lim,_, J(t) die sportane Nachgiebigkeit ist.

Bel fraktionalen Modellen stammen de Kriech- und Relaxationsfunktionen hingegen aus der
Klasse der Mittag-Leffler-Funktionen, was auf kontinuierliche Spektren der Kriech- und Re-
laxationszeiten fuhrt. Abbildung 3 zeigt exemplarisch den Einflussdes Parameters v auf die
Spannurgsrelaxation.

5.2 Frequenzbereich

Setzt man sinusférmige Spannurgs- und Dehnurgsverlaufe voraus, kann man den kamplexen
Modu

E =E+iE" (31

mit E' as dem Speichermodu, E" as dem Verlustmodu undi as der imagindren Einheit
einfihren. Dem elastisch-viskoel astischen Korrespondenzprinzip folgend, ergibt sich fur die

komplexen Amplituden der Spannurgen ¢~ undDehnurgen £ die Beziehurg
0 (w)=E (w)&" (w) : (32)

Fur das fraktionale 3-Parameter-Modell (25) kann mit Hilfe von Beziehung (16) der komple-
xeModd zu

E'(w)= % 33
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Abbildung 4: Einflussdes Parameters v auf den kaomplexen Modu

bestimmt werden. Interessanterweise entspricht (33) der sogenannten Cole-Cole-Relaxation,
die Cole und Cole (1941 auf phénomenad ogischem Weg bel der Untersuchung der frequenz-
abhangigen delektrischen Permeabilit & eingeftihrt haben.

Der Einfluss des fraktionalen Parameters v auf die Frequenzabhangigkeit des komplexen
Moduls wird in Abbildung 4 veranschauli cht.

6 Parameteridentifikation

Mit Hilfe desin Abbildung 5 dargestellten Versuchsaufbaus wurde das Auschwingverhalten
von kaelkenférmige Materialproben aus Delrin (Thermoplast, Fa. Du Pont) bei 23°C gemes-
sen. Durch urterschiedliche freie Langen der Proben sowie unterschiedliche Materialdicken
(2 mm und 4 mm) wurde der Frequenzbereich vonca 50 Hz bis 500 Hz abgedeckt. Aus den
aufgenommenen Auschwingkurven wurde die jeweili ge Frequenz ermittelt und eine Expo-
nentialfunktion al's Einhiilende der Schwingung identifiziert.

Zur Ermittlung des Speichermodus E' wurde die Beziehurng des ungedampften Balkens

1875 |El

f== o A (34)

bei fester Einspannurg benutzt, wobel | die freie Lange des Balkens, A seine Querschnittsfl&
che, | sein Flachentréagheitsmoment und p die Dichte des Materialsist. Mit Hilfe der gemes-
senen Frequenz f kann aus (34) der Elastizitdétsmodu E bestimmt werden, der gleich dem
Speichermodu E' gesetzt wird. Diese Naherung erzeugt einen Fehler bel der Berechnurg des
Speichermoduls, der bei diesem schwad gedampften Material deutlich kieiner 1% ist. Die
EinhUlende der Schwingung l&sg sich in der Form

X=x, e (35)

darstellen, wobei & die Abklingkonstante der Schwingung ist, mit deren Hilfe der Verlust-
modu Uber die Beziehung
E"(w) _ 20w

=) v o
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Abbhildurng 5: Versuchsaubau

berechnet werden kann. Dabei kann rBherungsweise die ungedampfte Eigenfrequenz w, der

gemessenen Frequenz gleichgesetzt werden, was wiederum auf Fehler kleiner 1% fuhrt. Alle
Mesaungen wurden mit 3 verschiedenen Proben durchgefthrt und jewells funf Mal wieder-
halt. Die fur jede Einspannlénge gemittelten Ergebnisse sindin Abbildung 6 dargestellt.

Mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate wurden de Materialparameter eines 3-
Parameter-Modells (v =1) sowie anes fraktiondlen 3-Parameter-Modells mit v =1/2 aus
den Mesglaten ermittelt. Die Ergebnisse dieser Parameteridentifikationen sind in Tabelle 1
angegeben. Zum Vergleich mit den Messergebnissen ist Abbildung 6 zusétzlich der Verlauf
des komplexen Modus fur beide Modelle angetragen. Wahrend der Speichermodu von bei-
den Modellen relativ gut approximiert wird, zeigen sich bel der Adaption an den gemessenen
Verlustmodu deutliche Unterschiede. Das fraktionale 3-Parameter-Modell i st wesentlich bes-
ser in der Lage, das Dampfungsverhalten des Materials tber einen grof¥eren Frequenzbereich
abzubil den, typischerweise Uber 5 — 6 Dekaden (siehe z.B. Bagley und Torvik, 1989.

3-Parameter-Modell frakt. 3-Parameter-Modell
% 1 0,5
a 9,218M10" s 0,02838s"
b 99,31Ns/mm? 90,31Ns" /mm?
c 30358 N/mm? 2981,6N/mm?

Tabellel: Identifizierte M aterial parameter
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Abbildung 6: Komplexer Modu von Delrin; Messverte und Parameteridentifikation



7 FE Implementation und Vergleichsrechnung

Die Implementierung von Stoff gesetzen mit fraktionalen Ableitungen in FE-Codes ist mog-
lich, indem das Stoffgesetz mit Hilfe der Griinwald-Formulierung (10) nach dem aktuellen

Spannurgszustand & (t) aufgel6st undin de FE-Bewegungsgleichung

J’éTa(t)dR+ M Gt)=r(t) (37)

eingesetzt wird. Dabel bezeichnet B die Verzerrungs-Verschieburgs- Transformationsmatrix,

M ist die Massnmatrix, G der Vektor der Knotenverschieburgen, F der Vektor der duferen
Lasten undR das Gebiet, in dem die finiten Elemente definiert sind. Eine Losung der Bewe-
gungsgleichung ist dann sowohl mit impliziten als auch mit expliziten Integrationsvefahren
maoglich. Eine ausfihrliche Darstellung der Implementierung von fraktionalen Stoff gesetzen
in FE-Codes ist bei Padovan (1987 oder Schmidt und Gaul (2001) gegeben. Die Implementa-
tion deses Konzepts in das FE-Programm MARC wurde fir dreidimensionale Volumenele-
mente redisiert.

Eine numerische Uberprifung der Parameteridentifikation sowie der Implementation fraktio-
naler Stoffgesetze in de FE-Methode wurde durch Nadrednen eines der Ausschwingversu-
che vorgenommen. Dazu wurde en eingespannter Delrinbalken als dreidimensionales Modell
diskretisiert (siehe Abbildung 7). Zur transienten Berechnurg der Struktur wurden de aus den
Experimenten identifizierten Parameter (Siehe Tabelle 1) verwendet. Die feste Einspannurng
des Bakens wurde durch Verschieburgsrandbedingungen modelli ert, wahrend fir die An-
fangsauslenkung Kraftrandbedingungen fir das rechte Balkenende definiert wurden. Die Zeit-
integration erfolgte mit dem Newmark-Verfahren, wobei die Newmarkschen Parameter auf
0 =1/2 und a =1/4 gesetzt wurden, um numerische Dampfung zu urterbinden.

Als Ergebnis der Berechnurg ergibt sich eine Ausschwingkurve, die mit der aus dem entspre-
chenden Experiment gewonnrenen Kurve in Abbildung 8 verglichen wird. Aus den jeweiligen
Ausschwingkurven wurden de komplexen Modun bestimmt, die in Tabelle 2 miteinander
verglichen werden. Die moderaten Abweichungen zwischen Experiment und Berechnurg
bestétigen einerseits das Verfahren zur Identifikation der Materia parameter und deuten ande-
rerseits auf eine korrekte Implementierung der fraktionalen Stoff gesetze in das FE-Programm
hin.

Die Abweichungen im Imaginérteil des komplexen Modus von etwa 7% sind va. darauf zu-
ruckzufihren, dass bei der Berechnurg durch die Anfangsbedingungen zunachst keine mo-
nofrequente Schwingung angeregt wird, was sch im unsteten Amplitudenverlauf der beredh-
neten Schwingungsmaxima niederschlégt (siehe Abbildung 8). Zur Bestimmung des Imagi-
nérteil s des komplexen Modus wird jedoch in den Verlauf dieser Maxima ene Exporential -
funktion eingepasg, woduch der Fehler verursadht wird.

Abbildung 7: FE-Modell eines Delrinbalkens
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Ein dhnliches Problem ergibt sich auch bel der Mesaung der Ausschwingkurven. Da diese
hoherfrequenten Storungen jedoch relativ schnell abklingen, wurde en nahezu vadlstandig
mondrequentes Signal zur Bestimmung des komplexen Modus erzeugt, indem die esten 20
gemessenen Schwingungen Ubersprungen wurden.

Durch analoges Vorgehen bei den Berechnurgsergebnisen konrten die hoherfrequenten Sto-
rungen ebenfalls minimiert werden, dach wurde die Berechnurg wegen der hobhen
Redhenkosten und s grofRen Speicherbedarfs auf gut 600 Zeitinkremente begrenzt, mit
denen nu etwa 20 Schwingungen berechnet wurden.

Frequenz Speichermodu | Verlustmodu

Messung 175,9Hz 2977N/ mm® 36,1N/ mm’

FE-Berechnurg 177,6Hz 3037N/mm? | 33,4N/mm?
relativer Fehler 1,0% 2,0% 7,4%

Tabelle 2: Vergleich der Messergebnisse mit der FE-Beredhnurg

8 Zusammenfassung

Mit Hilfe des Konzepts der fraktionalen Ableitungen lésd sich eine neues rheol ogisches Ele-
ment definieren, das zwischen den klassschen Elementen der linearen Viskoelastizitét, der
Feder und dem Dampfer, approximiert. Mit Hilfe dieses neuen Elements kénren fraktionale
Stoff gesetze hergeleitet werden, de mit wenigen Parametern auskommen undsich gut an ge-
messene Daten anpassen lassen. Eine Verbindurg des fraktionalen 3-Parameter-Modells zur
Cole-Cole-Relaxation wurde dargelegt und de 4 Materia parameter fir das Polymer Déelrin
mit Hilfe von Ausschwingversuchen ermittelt. Eine Implementation fraktionaler Stoff gesetze
in de FE-Methode wurde vorgenommen undeiner der Ausschwingversuche nachgerednet.
Die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der FE-Berechnurg mit der Messung bestétigt so-
wohl das method sche Vorgehen zur Parameteridentifikation as auch de korrekte Implemen-
tationin de FE-Methock.
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